
Cognome, Nome, N. Matr.:Controlli Automati
i LS - INFCompito del 11 Di
embre 20081. Dato il sistema dinami
o non lineare tempo 
ontinuo
{

ẋ1 = −x3

2

2
− 2 x1

ẋ2 = x1 − x3

2

4a) Trovare i punti di equilibrio del sistema;b) Studiare la stabilità dei punti di equilibrio tramite il metodo di linearizzazione.
) Veri�
are se la funzione V = 1

2
x2

1
+ 1

4
x4

2
è una funzione di Lyapunov per i punti di equilibriodeterminati al punto a).2. Dato il sistema dinami
o lineare tempo 
ontinuo

ẋ1(t) = x2(t)

ẋ2(t) = −3 x2 − 2 x1 + u(t)e l'indi
e di 
omportamento
J =

∫

∞

0

(

xT (t)Qx(t) + uT (t)Ru(t)
)

dtsi progetti la matri
e di retroazione dello stato tale da realizzare una legge di 
ontrollo ottimo ad orizzontein�nito. Si assuma Q =

[

1 0
0 0

]

, R = 1.3. Dato il sistema dinami
o lineare tempo dis
reto:
x(k + 1) =









2 0 0 0
0 2 0 0
0 1 2 0
1 0 0 2









x(k) +









0
1
0
0









u(k)a) Determinare la trasformazione T 
he porta il sistema in forma di Jordan;b) Determinare, a partire dallo stato iniziale x0 = [0 1 0 0]T , se sia possibile raggiungere lo stato�nale xf = [0 2 3 0]T e in quanti passi, 
onsiderando solo l'evoluzione libera del sistema;
) Determinare se è possibile raggiungere lo stato �nale xf = [0 3 1 0]T 
onsiderando solo l'evoluzioneforzata del sistema e determinare il minimo numero di passi ne
essari per raggiungere tale stato;d) Determinare, se esistono, due ingressi u(0) e u(1) 
he 
onsentano di raggiungere in due passi lo stato
x(2) = [0 3 1 0]T , partendo da 
ondizione iniziale x0 = [0 1 0 0]T (
onsiderare evoluzione liberaed evoluzione forzata).4. Dato il sistema dinami
o lineare tempo dis
reto

x(k + 1) =





−3 1 1
0 0 0
0 −1 −1



x(k) +





0
0
1



u(k)

y(k) = [1 0 0] x(k)a) Studiare l'osservabilità del sistema;b) Studiare la ri
ostruibilità del sistema;
) Progettare, se possibile, un osservatore dello stato la 
ui stima 
onverga il più rapidamente possibile.5. Dato il sistema dinami
o lineare tempo 
ontinuo
ẋ(t) =

[

0 1
0 0

]

x(t) +

[

0
1

]

u(t)si determini la legge di 
ontrollo tempo �nito ad energia minima tale 
he, partendo dallo stato iniziale
x1(t0) = 0, x2(t0) = 0, si raggiunga lo stato �nale dove x1(tf ) = 2, x2(tf ) = 2 in 4 se
ondi.
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2
è una funzione di Lyapunov per i punti di equilibriodeterminati al punto a).Soluzionea) I punti di equilibrio si trovano ponendo a zero la derivata dello stato nelle equazione dinami
he delsistema:

0 = −
x3

2

2
− 2 x1

0 = x1 −
x3

2

4Dalla se
onda equazione si ri
ava:
x1 =

x3
2

4e sostituendo nella prima si ottiene:
x3

2 = 0da 
ui
xeq = [0 0]Tb) Per linearizzare il sistema o

orre 
al
olare lo Ja
obiano del sistema nel punto di equilibrio:

ẋ(t) = Jx

∣

∣

∣

xeq

x(t) =

[

−2 − 3

2
x2

2

1 − 3

4
x2

2

]

∣

∣

∣

xeq

x(t)

=

[

−2 0
1 0

]

x(t)Gli autovalori della matri
e Ja
obiana sono
λ = [−2 0]Segue 
he non è possibile determinare se il punto di equilibrio 
onsiderato è stabile o instabile a 
ausadell'autovalore nullo dello Ja
obiano.
) La derivata rispetto al tempo della funzione V è:

V̇ = x1 ẋ1 + x3

2 ẋ2 = −
1

2
x1x

3

2 − 2 x2

1 + x1x
3

2 −
1

4
x6

2da 
ui
V̇ = −[x1 x3

2]

[

2 − 1

4

− 1

4

1

4

] [

x1

x3
2

]

= −[x1 x3

2] Q

[

x1

x3
2

]È possibile veri�
are 
he la matri
e Q risulta de�nita positiva (il primo minore è pari a 2, quindipositivo, e il determinante è positivo), quindi la funzione V è una funzione di Lyapunov per ilsistema enll'intorno del punto 
onsiderato. Inoltre, essendo la V radialmente illimitata ed essendo la
V̇ de�nita negativa su tutto Rn, l'origine risulta globalmente asintoti
amente stabile.2. Dato il sistema dinami
o lineare tempo 
ontinuo

ẋ1(t) = x2(t)

ẋ2(t) = −3 x2 − 2 x1 + u(t)e l'indi
e di 
omportamento
J =

∫

∞

0

(

xT (t)Qx(t) + uT (t)Ru(t)
)

dtsi progetti la matri
e di retroazione dello stato tale da realizzare una legge di 
ontrollo ottimo ad orizzontein�nito. Si assuma Q =

[

1 0
0 0

]

, R = 1.



SoluzioneL'equazione algebri
a di Ri

ati nel 
aso tempo 
ontinuo è:
AT S + SA − SBR−1BT S + Q = 0Sostituendo i dati del problema, si ri
ava il sistema di equazioni:

S2

2
+ 4 S2 − 1 = 0

S1 − 3 S2 − 2 S3 − S2 S3 = 0

S2

3
+ 6 S3 − 2 S2 = 0Dalla prima equazione si ri
avano due possibili soluzioni per S2 = −2±

√
5. Si pro
ede 
onsiderando 
omepossibile soluzione S2 = −2 +

√
5. Sostituendo nella terza equazione si ottiene:

S3 = −3 ±
√

5 + 2
√

5Considerando 
ome primo tentativo il valore S3 = −3 +
√

5 + 2
√

5, dalla se
onda si ottiene S1 = −6 +√
5
√

5 + 2
√

5. La matri
e S 
he si ottiene risulta quindi essere:
S =





−6 +
√

5
√

5 + 2
√

5 −2 +
√

5

−2 +
√

5 −3 +
√

5 + 2
√

5




he è de�nita positiva. La matri
e di retroazione dello stato risulta quindi:
K = −R−1BT S = −

[

0 1
]





−6 +
√

5
√

5 + 2
√

5 −2 +
√

5

−2 +
√

5 −3 +
√

5 + 2
√

5





=
[

2 −
√

5 3 −
√

5 + 2
√

5
]Le matri
i S ri
avate 
on le altre possibili soluzioni risultano de�nite negative.3. Dato il sistema dinami
o lineare tempo dis
reto:

x(k + 1) =









2 0 0 0
0 2 0 0
0 1 2 0
1 0 0 2









x(k) +









0
1
0
0









u(k)a) Determinare la trasformazione T 
he porta il sistema in forma di Jordan;b) Determinare, a partire dallo stato iniziale x0 = [0 1 0 0]T , se sia possibile raggiungere lo stato�nale xf = [0 2 3 0]T e in quanti passi, 
onsiderando solo l'evoluzione libera del sistema;
) Determinare se è possibile raggiungere lo stato �nale xf = [0 3 1 0]T 
onsiderando solo l'evoluzioneforzata del sistema e determinare il minimo numero di passi ne
essari per raggiungere tale stato;d) Determinare, se esistono, due ingressi u(0) e u(1) 
he 
onsentano di raggiungere in due passi lo stato
x(2) = [0 3 1 0]T , partendo da 
ondizione iniziale x0 = [0 1 0 0]T (
onsiderare evoluzione liberaed evoluzione forzata).Soluzionea) La matri
e A presenta un autovalore di moltepli
ità algebri
a 4 in λ1,2,3,4 = 2.La matri
e di trasformazione 
he porta il sistema in forma 
anoni
a di Jordan è:

T =









0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0
1 0 0 0









→ T−1 =









0 0 0 1
1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0











La matri
e A in forma di Jordan risulta quindi essere:
Aj =









2 1 0 0
0 2 0 0
0 0 2 1
0 0 0 2







b) L'evoluzione libera del sistema è data da:
x(k) = TAk

JT−1x0

=









0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0
1 0 0 0

















2k k 2k−1 0 0
0 2k 0 0
0 0 2k k 2k−1

0 0 0 2k

















0 0 0 1
1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0

















0
1
0
0









=









2k 0 0 0
0 2k 0 0
0 k 2k−1 2k 0

k 2k−1 0 0 2k

















0
1
0
0









=









0
2k

k 2k−1

0









.Lo stato �nale xf = [0 2 3 0]T non è raggiungibile mediante evoluzione libera del sistema.
) La matri
e di raggiungibilità del sistema è
P =









0 0 0 0
1 2 4 8
0 1 4 12
0 0 0 0









→ im(P ) =









0 0
1 0
0 1
0 0







Lo stato �nale xf = [0 3 1 0]T è raggiungibile mediante evoluzione forzata del sistema per
hèappartiene al sottospazio des
ritto dalla matri
e di raggiungibilià. Lo stato desiderato è raggiungibilein due passi a partire dallo stato zero.d) Considerando evoluzione libera e forzata, al passo k = 2 si ha:
x(2) = A2x0 + [B AB]

[

u(1)
u(0)

]

=









4 0 0 0
0 4 0 0
0 4 4 0
4 0 0 4

















0
1
0
0









+









0 0
1 2
0 1
0 0









[

u(1)
u(0)

]

=









0
4
4
0









+









0
u(1) + 2 u(0)

u(0)
0









=









0
3
1
0









.Per 
ui:
u(0) = −3, u(1) = 5.4. Dato il sistema dinami
o lineare tempo dis
reto

x(k + 1) =





−3 1 1
0 0 0
0 −1 −1



x(k) +





0
0
1



u(k)

y(k) = [1 0 0] x(k)a) Studiare l'osservabilità del sistema;b) Studiare la ri
ostruibilità del sistema;
) Progettare, se possibile, un osservatore dello stato la 
ui stima 
onverga il più rapidamente possibile.



Soluzionea) Il sottospazio di non osservabilità è dato da:
QT =





1 −3 9
0 1 −4
0 1 −4



 , → im(QT ) =





1 0
0 1
0 1



 , ker(Q) = (im(QT ))⊥ =





0
−1
1



Il sistema non è 
ompletamente osservabile.b) Per veri�
are la ri
ostruibilità del sistema o

orre vedere se ker(Ak) ⊇ ker(Q):
ker(A3) = im((A3)T )⊥ = im











−27 13 13
0 0 0
0 −1 −1





T






⊥

=





0
−1
1



 ⊇ ker(Q) =





0
−1
1



Il sistema è quindi ri
ostruibile in 3 passi. Allo stesso modo, è possibile veri�
are 
he il sistema èri
ostruibile an
he 2 passi ma non in 1 passo:
ker(A) =





0
−1
1



 + ker(C) =





0 0
1 0
0 1



dove C è la matri
e di osservabilità ad 1 passo.
) La matri
e di trasformazione T 
he porta il sistema in forma di osservabilità è
T = [im(QT ) ker(Q)] =





1 0 0
0 1 −1
0 1 1



 → T−1 =





1 0 0
0 1

2

1

2

0 − 1

2

1

2



Il sistema in forma standard di osservabilità è quindi
Â = T−1AT =





−3 2 0
0 −1 0
0 −1 0



La parte non osservabile è asitoti
amente stabile per
hè ha un autovalore in 0, pertanto è possibileprogettare un osservatore asintoti
o dello stato. Per garantire la massima velo
ità di 
onvergenza,o

orre progettare un osservatore 
he porti a zero gli autovalori della parte osservabile (osservatoredead beat). Segue 
he il polinomio desiderato è p(λ) = λ3. Pro
edendo per allo
azione diretta delpolinomio 
aratteristi
o, si ha 
he
det(λI − (A + LC)) = λ3 → L = [4 0 − 1]T .5. Dato il sistema dinami
o lineare tempo 
ontinuo

ẋ(t) =

[

0 1
0 0

]

x(t) +

[

0
1

]

u(t)si determini la legge di 
ontrollo tempo �nito ad energia minima tale 
he, partendo dallo stato iniziale
x1(t0) = 0, x2(t0) = 0, si raggiunga lo stato �nale dove x1(tf ) = 2, x2(tf ) = 2 in 4 se
ondi.SoluzioneLa funzione Hamiltoniana del sistema è:

H(t) = u2(t) + λT (t)(Ax(t) + Bu(t))

= u2(t) + λ1(t)x2(t) + λ2(t)u(t)



Lo stato iniziale e �nale sono assegnati, insieme all'istante �nale, per 
ui non esistono vin
oli sulle
ondizioni �nali delle variabili del sistema ausiliario. Possiamo quindi s
rivere:
λ̇1(t) = − ∂H

∂x1

= 0 → λ1(t) = λ1f

λ̇2(t) = − ∂H
∂x2

= −λ1(t) → λ2(t) = −λ1f (t − tf ) + λ2fDalla 
ondizione di stazionarietà si ottiene:
∂H

∂u
= 2u(t) + λ2(t) = 0, → u(t) = −

1

2
λ2(t) =

1

2
[λ1f (t − tf ) − λ2f ]Sostituendo l'espressione di u(t) nelle pre
endenti equazioni, integrando e 
onsiderando t0 = 0 si ottiene:

x1(t) =
1

12
λ1f t3 −

1

4
λ1f tf t2 −

1

4
λ2f t2

x2(t) =
1

4
λ1f t2 −

1

2
λ1f tf t −

1

2
λ2f t
he 
al
olate in t = tf sono:

x1(tf ) =
1

12
λ1f t3f −

1

4
λ1f t3f −

1

4
λ2f t2f = 2

x2(tf ) =
1

4
λ1f t2f −

1

2
λ1f t2f −

1

2
λ2f tf = 2Dal momento 
he l'istante tf è noto, si ha:

λ1f =
3

4
, λ2f = −

5

2L'espressione della legge di 
ontrollo ottimo è quindi:
u(t) =

3

8
t −

1

4


